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В работе на основе вычислительных экспериментов проведен 
анализ распределения значений проекций изображения на 
собственные векторы субполосных матриц различных подобластей 
пространственных частот. Показано, что данные проекции вносят 
одинаковый вклад в формирование анализируемого изображения, 
что позволяет при реализации отдельных операций субполосного 
анализа-синтеза изображений использовать произвольно 
выбранные собственные векторы.
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частот, проекции изображений, собственные векторы, субполосные 
матрицы, субполосный анализ-синтез.
В настоящее время в связи со значительным ростом объема графической 
информации, передаваемой и обрабатываемой в информационных системах большое 
значение приобретает проблема разработки новых эффективных методов обработки 
изображений [1]. Одним из перспективных направлений обработки графических данных 
является субполосный анализ и синтез [2] изображений.
Для практической реализации субполосных методов обработки изображений 
интерес представляет исследование распределения величин проекций изображения на 
собственные векторы субполосных матриц соответствующих ППЧ.
Отметим основные понятия теории субполосного анализа-синтеза изображений. 
Субполосный анализ-синтез основан на частотных представлениях изображения 
Ф = }, * = 1 2 , - ,N , к = 1,2,...,М  ,
п п
/а = | |  Р  (и, V)еxр(^и(  ^-  1))ехр(/У(к -  1))ЫиЫу/ 4п2, (1)
- п - п
где  ^ -  мнимая единица ( у2 = - 1 ); Р(и, V) -  частотная характеристика, в качестве которой 
наиболее часто используется трансформанта Фурье,
N М
Р(и, V) = Е  Е  /л ехр(-]и(1 - 1))ехр(-^(к - 1)), (2)
I=1 к=1
переменные и, V определены в области пространственных частот (ОПЧ)
- п <  и, V < п .
Анализ изображений осуществляется в отдельных подобластях пространственных 
частот (ППЧ) V ., 5 = 1,2,...,3 , г = 1,2,...,К , на которые разбивается области определения 
трансформант Фурье,
К  = { (и 6 [-и,2 ,-и1  ) ^  [«51, 2 )) ^  <У 6 [- ^ 2 ,-^1 ) ^  К , V2 )) } , (3)
иЛ = 0 (5 = 1), и3,2 = п, 5^+1,1 = ^52;
= 0(Г = 1), ^  = п; V +1,1 = V2 ,
так что (1) принимает вид
1 3 К
/а = ~ ^ Г Е Е  л  Р Ф(“ ,^ехр(/и(/■ -  1))ехр(щ(к-  1))<Ум<^ , (4)
4п  5=1 г=1 ( я  ^ ) еГ „
1 Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 14-47-08052
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В работе [3] показано, что каждой подобласти пространственных частот (ПЧ) у . , 
,  = 1,2 ,...,5 , г = 1,2,...,К, соответствуют матрицы А  = }, *,п = 1, -,N,
Вг = {Ъгкт}, к,т = 1,..,М , 
где
а,п = | ехр(-]и(г -  п))4и 1 2 л , (5)
иеО,
Ъгкт = [ ехр(-}\(к -  т))Лу/ 2л , (6)
уеО,
Д  = {  и | и е [ - и 52, - и 51) и  К , и, 2) } ,  °  = {  V | V ^ [- уг 2,- уг1) и  уг 2) },
т а к и е , ч т о  и с х о д н о е  и з о б р а ж е н и е  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в в и д е  к о м п о з и ц и и  е го  ч а с т о т н ы х  
к о м п о н е н т  Ф ^ ,
5 К
Ф  =  X  X  Ф  ,  ,  ( 7)
5=1 г=1
ф ,  =  А  ФВг . ( 8 )
М а т р и ц ы  А  и  В  н а з в а н ы  с у б п о л о с н ы м и  м а т р и ц а м и .
Д о к а з а н о  [ 4 ] ,  ч т о  м а т р и ц ы  А и  В я в л я ю т с я  п о л о ж и т е л ь н о  о п р е д е л е н н ы м и  [ 5 ] , 
с л е д о в а т е л ь н о , о н и  м о г у т  б ы т ь  п р е д с т а в л е н ы  в в и д е  р а з л о ж е н и й  п о  и х  с о б с т в е н н ы м  
ч и с л а м  и  с о б с т в е н н ы м  в е к т о р а м
а , = 0 , 1 , 0 : ,  в г = о гь го : , ( 9 )
А
гд е  Д  и  Д  -  м а т р и ц ы , с т о л б ц ы  к о т о р ы х  с о с т а в л е н ы  и з  с о б с т в е н н ы х  в е к т о р о в  м а т р и ц  ,  
и  В с о о т в е т с т в е н н о ,
О, = ( Я ,..,? „ ) , О, = (% ,..,яМ),
А  и  А  -  д и а г о н а л ь н ы е  м а т р и ц ы , д и а г о н а л ь н ы е  э л е м е н т ы  к о т о р ы х  с о о т в е т с т в у ю т  
с о б с т в е н н ы м  ч и с л а м  м а т р и ц  А  и  В ,
4  =  Ж ад(Х ,..,А ) ,  4  =  Жад(Х,..,ХМ) .
Б у д е м  с ч и т а т ь , ч т о  п р о е к ц и я  д^т и з о б р а ж е н и я  Ф  н а  с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  у  и  4  
с у б п о л о с н ы х  м а т р и ц  А  и  В о п р е д е л я е т с я  с о о т н о ш е н и е м ,
д г  =  ( а ,  ) Т Ф а г ,О  пт \ 1 п  у 1 т  7
п = 1,2 ,...,N , т = 1 ,2 , . . . ,М ,  ,  =  1,2,...,5 ,  г = 1,2,...,К  .
Т о г д а , м а т р и ц а  0 ,г = (д^т) п р о е к ц и й  и з о б р а ж е н и я  Ф  н а  м н о ж е с т в а  с о б с т в е н н ы х  
в е к т о р о в  с у б п о л о с н ы х  м а т р и ц  А  и  В м о ж е т  б ы т ь  з а д а н а  с л е д у ю щ и м  в ы р а ж е н и е м ,
о *  = дТ ф о г . ( 1 0 )
П о д с т а н о в к а  с о о т н о ш е н и й  ( 9 ) , ( 1 0 )  в в ы р а ж е н и я  ( 7 ) ,  ( 8 )  п о з в о л я е т  п о л у ч и т ь
с о о т н о ш е н и е , к о т о р о е  п о к а з ы в а е т , ч т о  и з о б р а ж е н и е  Ф  м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в вид е
р а з л о ж е н и я  п о  е го  п р о е к ц и я м  н а  с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  с у б п о л о с н ы х  м а т р и ц
с о о т в е т с т в у ю щ и х  п о д о б л а с т е й  П Ч ,
5  К
ф = Т  X  о ^ о ^ к О г  ■ ( 1 1 )
,=1 г =1
М о ж н о  п о к а з а т ь , ч т о  з а в и с и м о с т ь  э н е р г и и  Е ^  [ 6 ]  и з о б р а ж е н и я  в п о д о б л а с т и  П Ч  
У  о т  з н а ч е н и й  е го  п р о е к ц и й  н а  с о о т в е т с т в у ю щ и е  с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  (с  у ч е т о м  
з н а ч е н и й  с о о т в е т с т в у ю щ и х  с о б с т в е н н ы х  ч и с е л ) о п р е д е л я е т с я  с л е д у ю щ и м  с о о т н о ш е н и е м ,
N  М
Е  = Т  Т  X  X  (дг ) 2 . ( 1 2 )зг п т х о  пт у
п=1 т=1
У ч и т ы в а я  с п р а в е д л и в о с т ь  р а з л о ж е н и я  ( 1 1 )  и з о б р а ж е н и я  п о  е го  п р о е к ц и я м  н а  
с о о т в е т с т в у ю щ и е  с о б с т в е н н ы е  в е к т о р ы  и  к в а д р а т и ч н о й  з а в и с и м о с т и  ( 1 2 )  в е л и ч и н ы  
э н е р г и и  и з о б р а ж е н и я  о т  е го  с о о т в е т с т в у ю щ и х  п р о е к ц и й , ц е л е с о о б р а з н о  и с с л е д о в а ть
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значимость отдельных проекций в формировании исходного изображения. Для этого 
предварительно вычислим доли соответствующих проекций относительно их суммарных 
значений.
Матрицу О* = (<Я*т) соответствующих величин уточненных долей проекций (то 
есть квадратов проекций с учетом значений соответствующих собственных чисел) в 
подобласти ПЧ у . , учитывая соотношение (12), можно вычислить следующим образом,




где выражение (а  ) определяет операцию поэлементного возведения во вторую 
степень, Е  -  энергия изображения,
5  К
Е  = Х  X  Е г  .
*= 1 г =1
На основе результатов вычислительных экспериментов покажем 
значимость проекций изображения на соответствующие собственные 
субполосных матриц.
В дальнейших расчетах будем предполагать, что размерность N  и М  изображения 
Ф имеет значения, кратные степени 2 (данное предположение не снижает общности 
полученных результатов для любых значений N  и М ).
Значимость Т отдельного собственного вектора субполосной матрицы с позиций 
величины уточненных долей проекций изображения на выбранный вектор в каждой 
ППЧ у  определялась следующим образом:
-  для собственных векторов субполосных матриц А 
подобласти пространственных частот,
* = 1,2,...,8, в каждой
Т * = Х  ап (14)
-  для собственных векторов субполосных матриц В , г = 1,2,...,К , в каждой 
подобласти пространственных частот,
N
т г = х  а *т п.
 ^5Г
т (15)
Результаты расчетов средних значений и дисперсии значимостей Т собственных 
векторов субполосных матриц относительно всех используемых подобластей ПЧ для 50 
изображений размерности NxN и разбиения области ПЧ на 8x8 подобластей приведены 
в таблицах 1 и 2. Результаты, отображенные в данных таблицах, получены при анализе 
собственных векторов, соответствующих ненулевым собственным числам субполосных 
матриц [7].
Таблица 1




N 64 128 256 512 1024
2 1,87Е-05 4,82Е-о6 1,23Е-06 3 ,3 2Е-07 8,82Е-о8
4 8,79Е-о6 2,34Е-о6 6,04Е-07 1,65Е-07 4 ,3 9Е-о8
8 3 ,94Е-о6 1,10Е-06 2 ,9зЕ-07 8,09Е-о8 2,18Е-08
16 1,6зЕ-о6 4 ,93Е-07 1,38Е-07 3,92Е-о8 1,07Е-о8
32 о,ооЕ+оо 2,05Е-07 6,18Е-о8 1,85Е-о8 5 ,19Е-09
64 0 о,ооЕ+оо 2,57Е-о8 8,28Е-09 2 ,4 4Е-09
128 0 0 о,ооЕ+оо 3 ,44 Е-0 9 о,ооЕ+оо
Результаты, приведенные в таблице 1 показывают, что средние значения 
уточненных проекций уменьшаются как при увеличении размерности изображений, так 
и с увеличением количества подобластей пространственных частот, что объясняется
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увеличением количества соответствующих собственных векторов, используемых в 
субполосных преобразованиях.
Таблица 2
Д и сп ер си я  зн ач и м о сти  со б ств ен н ы х в ек то р о в  суб п о л о сн ы х м атр и ц
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N 64 128 256 512 1024
2 3 ,70Е-05 1,05Е-05 2,48Е-0б 7,16Е-07 1,85Е-07
4 3 ,53Е-05 1,0зЕ-05 2,74Е-06 6,88Е-07 1,93Е-07
8 2,8зЕ-05 9 ,47Е-0 б 2,4зЕ-06 6,69Е-07 1,84Е-07
16 2,13Е-05 7,12Е-0б 2,05Е-06 6,15Е-07 1,81Е-07
32 0 5,31Е-0б 1,79Е-06 5 ,4 3Е-07 1,68Е-07
64 0 0 1,33Е-06 4 ,4 8 Е-07 1,31Е-07
128 0 0 0 3 ,33Е-07 0
При этом значения дисперсии (таблица 2) рассматриваемых средних значений 
также уменьшаются, что указывает на незначительные отклонения величины проекций 
изображений на собственные векторы относительно среднего значения.
С целью повышения наглядности полученных результатов для уточненных 
проекций изображений на рисунках 1, 2 отображены величины средних значений и их 
дисперсий в зависимости от количества подобластей ПЧ, на которые разбивается область 
ПЧ (графики соответствуют проекциям изображений одинаковой размерности).
Рис. 1. Средние значения проекций
Результаты, представленные в таблицах 1, 2 и на рисунках 1, 2 демонстрируют тот 
факт, что значения уточненных проекций не значительно отличаются при заданных 
значениях размерностей изображений и заданном количестве подобластей 
пространственных частот, в которых осуществляется субполосный анализ-синтез.
Полученные результаты позволяют утверждать, что при субполосном анализе- 
синтезе изображений на основе собственных векторов субполосных матриц в 
преобразованиях изображениях можно использовать произвольно выбранные 
собственные векторы (из множества, соответствующего ненулевым собственным числам), 
тем самым повышая скрытность субполосных преобразований.
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Рис. 2. Дисперсия значений проекций
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